Composition de mathématiques pour le concours de

directeur des services pénitentiaires, session 2014
(durée de I'épreuve: 1h)

Calculatrice interdite

Cette composition comporte cing exercices indépendants entre eux que les
candidats peuvent résoudre dans l'ordre qu’ils souhaitent. Un soin particulier
devra étre porté & la rédaction et & la citation des théorémes emplovés.

1 Algebre linéaire : puissances d’une matrice a 1’aide
d’une matrice nilpotente

Soit R 'ensemble des nombres réels.
Soit IN 'ensemble des nombres entiers naturels.
Soit Af, (R) Uensemble des endomorphismes & valeurs réelles de ditension n.

B € M, (R) est nilpotente si et seulement si il existe p € N tel que :BP = 0,
avec 0 € 11, (R) qui est la matrice nulle.

1.1 Pour commencer... n = 3

Soit .1 € AMy(R) définie par :

1 23
A=101 2
001

Soit 3 la matrice identité.

1. Soit F' € Af3(R) une matrice quelconque. Montrer que 73 et F' commutent.
ie: 3F = FI3

2. Est-ce que A est diagonalisable (sans ealcul) ?

3. Montrer que A peut s'éerive sons la foriue dune somme entre I3 et B une
matrice nilpotente. Calculer B2, B3, et B' pour m supérieur ou égal & 4.

4. En utilisant la formule du binéme de Newton (justifiez cette utilisation).
calculer A"



1.2 Endomorphisme nilpotent de dimension n : quelques pro-
priétés

1. On rappelle que : B € A, (R) est nilpotente si et seulement si il existe
p € N tel que :BP = 0, avec 0 € Af,(R) qui est la matrice nulle. Est-ce
que B peut étre inversible ? En déduire que le rang de B est inférienr ou
égal an — 1.

2. Soit b 'endomorphisme de E (espace vectoriel) associé & la matrice B.
Soit x € E tel que 57 1(x) # 0. Montrer que (x,b(x)....,b" 1) est une
famille libre. En déduire que p < n.

3. On suppose & présent que p = n. Montrer qu’il existe une base S telle que
la matrice B associée & b dans cette base s'écrive :

0 1 0 .0

Bg = 0
1

0 0

2 Analyse : La fonction Gamma

On appelle fonction Gamma. notée I', la fonction définie par
+o0
I{z) = / e 'ttt (1)
0

1. Déterminer Uintervalle de définition de I’

2. Montrer que I' est continue puis est de classe O sur ce miénic iutervalle.

3. Montrer que pour tout & strictement positif : I'(z + 1) = x['(z). En dé-
duire : Yn € N7, I'(n) = (n — 1)!

1. En admettant que f0+°° e dr = @, caleulor I‘(%).

5. Montrer que T est convexe, étudier ses variations (notamment les com-
portements asvinptotiques).

3 Analyse : Séries de Fourier

Soit la fonctionf une fonction périodique (de période égale & 27) et continue
définie par :

Vo €0, 27], f(x) = (27 — ) (2)

L. Développer f en série de Fourier en utilisant le théoréme de Jordan-
Dirichlet.

. En utilisant les valeurs de f en 0 et w, calculer En 2 —z et Z""C (-prt

3. Eu utilisant 1'égalité de Parseval. caleuler : Iicl n—ﬂ

b3



4 Equations différentielles : solutions développables
en série entiere

e —e T

On rappelle que le sinus hyperbolique s'écrit sous la forme : sh(x) = £

L. Dévelupper shix} en série enticre.

2. Trouver les solutions développables en série entiere de UVéguation differen-
tielle suivante : ry”(x) + 2y (@) — 2y(x) =0

5 Statistiques : formule de Bayes

Un dépistage svstématigue de la vie est offectué 4 la naissance.

2% des bébés ont des probléimes de vue. Le dépistage présente 95% de ré-
sultats positifs avec le test tikettak sur les bébés ayant réellement des troubles,
et 6% de de résultats positifs avee lo test tikettak sur les bébés n’ayant ancun
trouble.

1. Enoncer la formule de Bayes pour deux événements.

2. Quelle est la probabilité gqu'un bébé pris an hasard soit atteint de ces

troubles sachant que le test tikettak est positif?

3. Quelle est la probabilité qu'un bébé pris au hasard soit indemne de ces

troubles sachaut gue le fest tikettak cst négatif?



